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21. nodarbiba

Nodarbibas saturs: Augstaku kartu parcialie atvasinajumi. Otras kartas
pilnais diferencialis. Saliktas vairaku argumentu funkcijas atvasinaSana.
Apslépti dotas vairaku argumentu funkcijas atvasinasana.

21.1. Augstaku kartu parcialie atvasinajumi

Pienemsim, ka dota divu argumentu funkcija z = f(x, y). Tai eksiste divi dazadi

L _ e ., Oz , Oz . . ..

pirmas kartas parcialie atvasinajumi z. =— un z ) = A kuri arT ir divu argumentu

ox oy

funkcijas, tatad tas varam parciali atvasinat gan péc x, gan p&c y. Atvasinot pirmas kartas

2
- _ e - L - z .

atvasinajumu péc x velreiz péc x, iegiist otras kartas atvasinajumu ng = 8_2 ; atvasinot to

X

2

péc y, ieglst atvasinagjumu zj = . Parcialo atvasinajumu péc y atvasinot péc x,

Ox0y
2 2
. o - " 0z . _ , 0z
iegiist otras kartas atvasinajumu Z = ﬁ , atvasmotpeécy- z, = 8_2 .
yox v

Piemeérs. Noteikt funkcijas z = cos’ (3xy3) visus otras kartas parcialos atvasinajumus.

Risinajums. Vispirms noteiksim pirmas kartas parcialos atvasinajumus:

% = 2cos(3xy3 ) (— sin(3xy3 )) 3y’ =-3y° sin(6xy3);
X

% = 2cos(3xy3 ) (— sin(?wcy3 )) 9xy® =-9xp° sin(6xy3 )
Y

Dy . o . : — 0z
Parveidojumos tika pielietota formula 2sin @ cos @ = sin 2« . Tagad atvasinajumus — un

x
0z e ~
— atvasinasim péc x un péc y:
oy
2 ’
a—f = (%j =-3y° cos(6xy3)- 6y’ =—-18y° cos(6xy3);
ox ox ),
2 ’
oz _ (gj =-9y° sin(6xy3)—3y3 cos(6xy3)-18xy2 =-9y° sin(6xy3)— 54xy° cos(6xy3);
oxdy \0x),
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syzazx - (%)X, =-9y° sin(6xy3 )_ 9xy’ 005(6?9/3)- 6y° =-9y° sin(6xy3)— 54xy° cos(6xy3);

2}}—25 = (%J - —18xy sin(6xy3 )— 9xy* cos(6xy3 ) 18xy* = —18xy sin(6xy3 )— 162x°y* cos(6xy3)
y

0’z B 0’z
ox0y  0yoOx
dota funkcija, abi tas pirmas kartas parcialie atvasinajumi un otras kartas atvasinajumi
0’z o’z | . . 0’z 0’z
un ir nepartraukti kada punkta un ta apkartng, tad Saja punkta = .
Ox0y 0yox Ox0y  Oyox
Tatad pie minétajiem nosacijumiem eksisté 3 atskirigi divu argumentu funkcijas otras
kartas atvasinajumi. Arf tie ir divu argumentu funkcijas, kuras varam atvasinat gan péc x,
gan péc y, tadgjadi iegilistot tresas kartas parcialos atvasinajumus, utt. Ka iegiit augstaku
kartu parcialos atvasinajumus divu argumentu funkcijai, parada sekojosa shéma:

No pieméra redzams, ka . Ta nav sakritiba, bet likumsakariba. Ja

z=f(xy)
e o
/X\HA
0’z 0’z 0z a_zz
o oxdy  dyox L/ﬁyz\A
0’z 0’z 0’z 0’z 0’z 0’z

ox’ ox’ 0y - OxOydx  OyOxOy - Oy’ ox oy’

Lidzigi nosaka vairaku argumentu funkciju augstaku kartu atvasinajumus.

3
z

5 -

Piemérs. Noteikt funkcijas z = {/3x” +2xy parcialo atvasinjumu s
Xy

3

__m
=z

5 oy » funkeija jaatvasina vienreiz

Risinajums. Lai noteiktu prasito atvasinajumu

Ox0Oy

1
péc x, péc tam rezultats divreiz jaatvasina pé€c y. Dota funkcija z:(3x2 +2xy)g ir
nepartraukta visos definicijas apgabala punktos, lidz ar to varam brivi mainit
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atvasinagjumu kartibu. Vispirms funkciju atvasinasim péc ta mainiga, péc kura
atvasinajums biis vienkarsaks, t.i., pec y:

2; ;(3)6 + 2xy) : 2x = %(3)62 + ny)fg

Iegtito funkciju vieglak atvasinat péc y, tatad ta ar1 darisim:

0’z 2x( 4

—§](3x2 + 2xy)_% 2x = _16x°

25

a5

Atliek So funkciju atvasinat péc x:

3 9 2 14
;ng = —322—5)6(3)6 +2xy) _M_x_(_%j(3x2 +2xy)7? (6x+2y)=

(3x +2xy) 9

32x 144x%(6x +2y)

+ :
25-33x> +2xy)  125-3(3x> + 2x)"

21.2. Otras kartas pilnais diferencialis

Definicija. Par otras kartas pilno diferenciali sauc pilno diferenciali no pirmas kartas
pilna diferenciala.

Otras kartas pilno diferenciali apzimé ar simbolu d’z. Noteiksim ta aprékinasanas
formulu. Atcer@simies divu argumentu funkcijas pirmas kartas pilna diferenciala
aprékinasanas formulu:
0. 0
dz=Zax+Zay.
ox oy

Tatad otras kartas pilnais diferencialis ir

dzz:d(dz):d[%d azd] 0 (azd +Zy Jd 0 (2 dx +@dyjdy—

Xy oxlax oy dy oy
2
0 (azjd e+ 2y dx +3(azjarx-dy+i & dy-dy:a—fdx2+

8x Ox ox\ Oy oy \ Ox oy \ Oy ox

2 2 2
2 dxdy+-2% vy + © ~ v’
8x8y Oyox oy
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_ o’z 0’z . _. o g . I
Nemot véra, ka = , leglisim otras kartas pilna diferenciala aprékinaSanas
Ox0y  0yox

formulu:

2 2 2

afzz:@—fabc2 +2 0z dxdy+a—fdy2.
ox Ox0y oy

Ta ka §1 formula vizuali atgadina summas kvadrata formulu, to var pierakstit $adi:

2
d’z= ia’x+idy z.
ox oy

ox

atvasinajuma kapinasanu kvadrata, bet gan otras kartas atvasinajumu. Tad p&c analogijas
varam ieglt n-tas kartas pilna diferenciala formulu:

2
Tikai janem véra, ka pieraksts ir simbolisks, t.i., piem&ram (—) nenozimé

d"z= idx+idy z.
ox oy

Pieme@ram, tresas kartas pilnais diferencialis

0’z 0’z 0°

z z
dx’dy +3 dxdy* +—=dy*.
y x8y2 y 6y3 y

3 3
d’z= ia’x+ia’y z=a—3dx3+3 5
ox oy ox Oox oy

Piemérs. Noteikt funkcijas z = ln(x3 + 2xy) otras kartas pilno diferenciali.

Risinajums. Vispirms noteiksim dotas funkcijas pirmas un otras kartas parcialos
atvasinajumus:

2
6_223;.(3x2+2 )23)36—"'2)’, @:3;.2)6:#;
ox x4+ 2xy X +2xy Oy x +2xy X +2xy

&z _ 6x(x3 +2xy)—(3x2 +2yx3x2 +2y) _6x +120°y—9x —12¢°y -4y 3x'+4y°

o’ (x3 + 2xy)2 (x3 + 2xy)2 (x3 + 2xy)2 ’
0’z _ 2()c3 + 2xy)— (3x2 + 2y)- 2x _ 2x° +4xy—6x° —4xy _ 4x°

OxOy (x3 + 2)cy)2 (x3 + 2)cy)2 (x3 + 2)cy)2 ,

822_ 0-2x-2x 4x?

? B (x3 +2xy)2 B (x3 + 2xy)2 .
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Atrastos atvasinajumus ievietosim otras kartas pilna diferenciala aprékinasanas formula:

3x* +4y° dr— 8x’ 4x°

d*z=— dxdy— )
: (x3 + 2xy)2 (x3 +2)cy)2 e (x3 +2)cy)2

21.3. Saliktas vairaku argumentu funkcijas atvasinasana

Aplikosim 3 gadijumus:

1) z= z(u,v) ir divu argumentu funkcija, tas argumenti # un v ar1 ir divu argumentu
funkcijas u = u(x,y), v=1(x,y). Pienemsim, ka funkcijam z = z(u,v), u =u(x,y),
V= v(x, y) eksisteé nepartraukti parcialie atvasinajumi. Tad saliktas funkcijas
z = z(u(x, ), v(x, y)) parcidlos atvasinajumus atrod p&c formulam

Oz _0z ou, 0z Ov 0z 0z Ou 0Oz Ov
Ox Ou Ox Ov Ox Oy Ou Oy Ov Oy
jeb
Zy =z, Uz VL, ZL =z U, 2V
2) z= z(x, y) ir divu argumentu funkcija, bet tas argumenti x un y ir viena argumenta

funkcijas x=x(¢), y=y(¢). Tad saliktas funkcijas z=2z(x(¢),»(¢)) pilnais
atvasinajums péc ¢ ir

%—%ﬂ+%ﬂ jeb z/ =z -x/+z -y .

dt ox dt oy dt

3) z= z(x,y) ir divu argumentu funkcija, un tas arguments y ir viena argumenta x
funkcija y = y(x). Tad saliktas funkcijas z = z(x, y(x)) pilnais atvasinajums péc x ir

dz 0z 0z dy . o,
—=—+—-— Jeb z'=z +z -y
dx Ox Oy dx
Piemérs. Noteikt saliktas funkcijas z = In sinl2 , kur u =xsiny, v = ycosx, parcialos
v

atvasinajumus.

Risinajums. Atradisim funkcijas z parcialos atvasinajumus p&c u un péc v:

, u 1 1 u , 1 u 3 2u, u
z, = COS—— =—1tg—, z, = -cos—z-u-(—2v )=——3tg—2.
. v v v .U v v v
sin — sin 7
v
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Funkciju u un v parcialie atvasinajumi p&c x un péc y:
’ : ! ’ . ’
u, =siny, wu,=xcosy, v, =-ysinx, v =cosx.
Sos atvasinajumus ievietosim saliktas funkcijas parcialo atvasindjumu formula (1.

gadijums):

_1. u . ut u ) , 1 ¢ u 2ut u
Z,=— g—z'SIIly-i-—3 g— - ysmx, zZ, =7 18— XxXCosy ——1g—-COSX.
% % % % Y v % %

Piemérs. Noteikt saliktas funkcijas z = arctg(x\/; ), kur x=27", y=¢"+5, pilno
atvasinajumu.
Risinajums. Atradisim funkcijas z parcialos atvasinajumus péc x un péc y:

1

, = Wy R SV S X
T A T T A R M )

Funkciju x un y atvasinajumi:
X'=2"In2-(-1)==2"n2, y'=2¢.

Dotas funkcijas pilno atvasinajumu iegiisim, Sos atvasinajumus ievietojot atbilstosaja
formula (2. gadijums):

Ay - x
z, —m'(—z t1n2)+m'2t.

. . . -2 . I
Piemérs. Noteikt saliktas funkcijas z = xz_y ,kur y =+/x” +5, pilno atvasinajumu.
X 4y

Risinajums. Atradisim funkcijas z parcialos atvasinajumus péc x un péc y:

o =1-(x2+y)—(x—2y)-2x =x2 +y—2x" +4xy _4xy+y—x2 ]

' (x2 +y)2 (x2 +y)2 B (x2 +y)2 ,
o —2-(x2 +y)—(x—2y)-1 _ —2x =2y —x+2y __ 2x” +x
g (x2 +y)2 (x2 +y)2 (x2 +y)2 .

Funkcijas y atvasinajums:

3x?

Wi +5

y' = ;(x +5); 3x* =
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Sos atvasindjumus ievietosim saliktas funkcijas pilna atvasinajuma formula (3.
gadijums):

,:4xy+y—x2 B 2x% +x ‘ 3x?
(x2+y)2 (x2+y)2 2 x3+5'

21.4. Apslepti dotas vairaku argumentu funkcijas atvasinas§ana

Pienemsim, ka ar vienadojumu F (x, y,z)=0 ir definéta nepartraukta funkcija
z= z(x,y) un funkcijas F(x,y,z), Fx'(x,y,z), F) (x,y,z), FZ’(x, y,z) ir nepartrauktas

kadd punkta M(x,y,z) apkartng, kur§ pieder pie funkcijas F(x,y,z)=0 grafika.
Vienadojuma F (x, y,z): 0 abas puses atvasinasim p&c x, izmantojot saliktas funkcijas
atvasinasanas principu:

OF ox OF oy OF 0z _

——+ +— —=0.
Ox Ox 0Oy Ox 0Oz Ox
_ ox oy ) . . o -
Nemot vera, ka p 1, po 0 (jo x un y ir neatkarigie mainigie, tatad y nav atkarigs no
X X
X), leglisim
8_F+8_F'@:0 jeb F!+F!-z. =0,
Ox 0z Ox
no kurienes seko z|, = ——=. Analogiski iegiist z|, = ——. Tatad funkcijas z = z(x, ),

kura dota apslépta veida ar vienadojumu F (x, V, z) = 0, parcialos atvasinajumus atrod péc
formulam

’ !
x F' ? y F'
z z

Lidzigi var atrast ar1 viena argumenta funkcijas y = y(x) atvasinajumu, ja funkcija dota
apslépta veida ar vienadojumu F(x,y)=0. Tad

Piemérs. Noteikt parcialos atvasinajumus funkcijai z = z(x, y), ko apslépti nosaka
y
vienadojums xe +x” —2x’z° +sin(y +6z)=5.
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y
Risindjums. Apzimésim F(x,y,z)=xe? +x* —2x’z’ +sin(y +6z)—5 un noteiksim §is
funkcijas parcialos atvasinajumus:
Y Y 1
Fl=e +yx"" —4x2°, F) =xe* -;+xy Inx + cos(y + 62),
v

Y y
F! = xe* -y-(— 2"2)— 6x7z” +cos(y +62)-6 = —xyz 2e: —6x7z" + 6cos(y+ 62).

Sos atvasinajumus ievietosim apslépti dotas funkcijas parcialo atvasinajumu formulas:

y

Y e: +yx’ —4xz’
2= = 0 ,
z 2 2. 2
—xyz e’ —6x°z +6cos(y+6z)
, y
. F) xz'er +x"Inx+cos(y+62)
Zy ——F——

pd
—xyz%e? —6x7z% + 6cos(y +6z)

Piemérs. Noteikt parcialos atvasinajumus funkcijai y = y(x), ko apslépti nosaka
x

N

Risinajums. Apzimésim F (x, y) =x’ ln(3x -2 y) +-2 3 yIny—1 un noteiksim S§is

N

vienadojums x? In(3x —2y)+ 3ylny=1.

funkcijas parcialos atvasinajumus:

1 1 3x° 1

F!=2xIn(3x -2 z. -3 =2xIn(3x -2 e
" =2xIn(3x—2y)+x oyt = xIn(3x y)+3x_2y+ TR

1 1 _3 1 2x° X
F'=x*. (=2)+x|-=|2y)2-2-3Iny-3y-—=- - ~3lny-3.
s ( )+X( 2)( ) i TR e
Tatad

2
2xIn(3x—2y)+ 3 +L

. F! 3x=2y 2y
yx:— ,:— 2 =

S S S M
3x—2y 2y4/2y

3 4xy@(3x—2y)ln(3x - 2y)+ 6x2y\/5 + 2y(3x - 2y)
4x2y\/5+x(3x—2y)+ 6y\/5(3x—2y)(lny+l)
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