Fizika Mehanikas fizikalie pamati

1.3. Cieta kermena dinamika

Atcerésimies, ka mehanika kermeni meédz uzlikot par materidalu punktu sistemu.
Mijiedarbibas laika kermeni var deforméties, t.i. mainit savu formu un izmérus, tapéc mehanika
tiek ieviests vél viens modelis (1. lekcija tika apskatits materiala punkta modelis) — absoliti ciets
kermenis. Par absoliti cietu sauc kermeni, kas nedeforméjas jebkadas iedarbibas rezultata, un

jebkura gadijuma kermeni veidojoso materidlo punktu savstarpéjie attalumi ir nemainigi.

1.3.1. Cieta kermena kustiba

Cietu kermeni raksturo divi kustibas pamatveidi: transldacijas un rotacijas kustiba. Cieta
kermena translacijas (virzes) kustiba ir tada kustiba, kura ikviens taisnes nogrieznis, kas savieno
divus patvaligi izraudzitus kermena punktus, visa kustibas laika parvietojas sev paraléli.

Cieta kermena rotdacija (griesana) ap nekustigu asi irtadu kustiba, kura visi kermena
punkti kustas pa rinka linijam, kas atrodas paralélas plakné€s, un kuru centri novietoti uz vienas
taisnes — rotacijas ass.

Katru cieta kermena kustibu vienmér var apliikot ka translacijas un rotacijas kustibas
kombinaciju, precizak - ka viena punkta kustibu un kermena rotaciju ap So punktu. Piem&ram,

lodei ripojot pa plakni, notiek lodes centra virzes kustiba un rotacija ap lodes centru.

1.3.1.1. Cieta kermena translacijas kustiba

Ja notiek translacijas kustiba, tad visi kermena punkti kustas pa vienadam, telpa paraleli
novietotam, trajektorijam (1.11. att.). Jebkura laika spridi Ar visi punkti ir veikuS§i vienadu
parvietojumu A7 un noieto celu As. Katra momenta
tiem visiem ir vienads atrums un paatrinajums. Tas
nozimé - lai aprakstitu cieta kermena translacijas
kustibu, jauzrada par€jo punktu novietojums
attieciba pret vienu izraudzito. Tatad, cieta kermena

translacijas kustibas kinematika atbilst materiala

punkta kinematikai.

Nemot véra vienadojumus (1.16) un (1.25), 1.11. att.
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varam pierakstit (projekcijas uz x asi):

vienmerigas kustibas gadijuma (v, = const ):

X=X, +V.1;

vienmerigi mainigas kustibas gadfjuma (a, = const): v_ =v, *a t;
(1.92)

t2
X=X, +v0xtia"2 : (1.93)

nevienmeérigi mainigas kustibas gadijuma ( a, # const):

v=vg+ ja(t)dt H (1.94)
0

X=xq9+ jv(t)dt . (1.95)
0

1.3.1.2. Cieta kermena rotacijas kustiba

Ja ap asi OO rotgjosa kermeni ir kads
punkts A (1.12. att.), tad tas kustas pa ripka

liniju ar radiusu R. Paejot laika spridim Af

,vektors R = 0'4 pagriezas par lenki AP visu

citu kermena punktu aprakstito rinka Iiniju

radiusi pagriezas par tadu paSu lenki, tadel]

pagrieziena lenkis AP raksturo visa kermena

kustibu, un cieta kermena rotacijas kustiba
reducé€jas uz materiala punkta kustibu pa aploci.

Nemot véra vienadojumus (1.31 — 1.33) 1.12. att.
un (1.37 — 1.39), varam pierakstit:

vienmerigas rotacijas kustibas gadijuma (@ = const ):

O=@,+w-t; (1.96)

vienmerigi mainigas rotacijas kustibas gadijuma (& = const ):

w=w,t&-t; (1.97)
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q):goo+a)0ti8'2t ; (1.98)

nevienmerigi mainigas rotacijas kustibas gadijuma (& # const ):

o=+ jg(t)dt ; (1.99)
0

=9 +}w(t)dt- (1.100)
0

1.3.2. Inerces moments

Kermena rotacijas kustiba loti svarigs lielums ir t. s. kermena inerces moments attieciba
pret rotacijas asi. Viena (i-ta) materiala punkta inerces momentu I; attieciba pret rotdacijas asi

definé ka st punkta masas m; reizinajumu ar ta attaluma r; kvadratu lidz rotacijas asij, t.1.:
I, =mr’ (1.101)
Ta ka kermeni var uzskatit par N materialu punktu sist€ému, tad kermena inerces

moments pret rotacijas asi ir visu kermeni veidojoso materialo punktu inerces momentu summa:
N N
_ _ 2
1=X1,=> mr. (1.102)
i=1 i=1

Inerces momenta mérvieniba SI sistéma ir / kgm’.
Inerces momentu ir nosaka kermena masa un tas sadalijums ap rotdacijas asi. Gadijuma,
kad masas sadalijums kerment ir vienmérigs, summu var aizvietot ar integrali:
I=[r’dm, (1.103)
kur integréSana javeic pa visu kermena tilpumu. Integréjot var iegit Sadas formulas:

1) bliva homogena cilindra (diska) inerces moments attieciba pret cilindra asi
I:%mR , (1.104)

kur R — cilindra radiuss un m — ta masa;

(Ja cilindrs ir homogeéns un ta blivums p, tad dm = pdV = ph27rdr, kur dm ir tilpuma elementa
dV masa, kura attalums Iidz asij ir . Saskana ar formulu (1.103):
[=[dl =[r’dm=[r’pdV =[r’p-2mrhdr = 2mhp[rdr .

Integréjot robezas no 0 lidz R:
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R
I= Zﬂhpjr3dr = %ﬂhpR“.
0

Bet ta ka 7R’k - cilindra tilpums, tad cilindra masa m:ﬂRzkp, bet inerces moments

r=Lmgr?)
2
2) doba cilindra (ar planam sienam) inerces moments attieciba pret cilindra asi
[ ~mR?; (1.105)
3) homogenas lodes inerces moments attieciba pret asi, kas iet caur tas centru
1:§mR2; (1.106)

kur R — lodes radiuss un m — tas masa;
4) homogena stiena inerces moments attieciba pret asi, kas iet caur ta viduspunktu

perpendikulari stiena garumam /,

I 2
[ =—ml”". 1.107
T ( )

Ja ir dots kada kermena inerces
moments [, attieciba pret asi OO, kas iet
caur kermena masas centru (1.13. att.), tad

inerces momentu attieciba pret jebkuru

citu asi O’O’, kas paral€la pirmajai, var
atrast péc Steinera formulas

I=1,+mb>, (1.108)

kur m — kermepa masa un b — Tsakais

attalums no kermena masas centra Iidz

1.13. att.

rotacijas asij.
Inerces momentam kermena rotacijas kustiba ir tada pati nozime ka masai translacijas
kustiba, t. i., tas raksturo kermena rotacijas kustibas inerci. Tapec inerces momentu biezi sauc

par ,,rotacijas masu”.
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1.3.3. Spéka moments

Var pienemt, ka punkta 4, kura attalumu no punkta O nosaka radiusvektors 7 , kermenim
pielikts speks F (1.14. att.). Speka moments M attieciba pret punktu O ir radiusvektora 7 un
speka F vektorials reizinajums:

M=FxF. (1.109)

Vektora M virziens ir perpendikulars

vektoru 7 un F veidota laukuma plaknei (1.14.
att.), un ta virzienu nosaka labas vitnes skriives
kustibas virziens, apejot min€to laukumu virziena
no 7 uz F.

Speka momenta modulis

‘MFM:Hmm. (1.110)
1.14. att.
Isakais attdlums ¢ =rsina starp punktu O un

speka F darbibas virzienu ir spéeka plecs attieciba pret punktu O. Tad
M = Fl, (1.111)
tatad speka momenta modulis M ir spéka modula F un spéka pleca [ reizinajums.

Speka momenta mérvieniba SI sisteéma ir /N-m (kuru nedrikst parverst dzoulos).

Gadijuma, ja uz kermeni darbojas vairaki speki, tad kop€jais sp€ka moments M pret
punktu O ir atseviSko spéka momentu M ; geometriska summa:

M=YM,. (1.112)

1

Speka moments M pret punktu nosaka punkta O

nekustiga vai briva kermenpa rotacijas atrumu un virzienu:

kermenis grieZas ap speéka momenta M virziena veérstu asi.
Ja kermenim caur nekustigu punktu O iet kada nekustiga

taisne Z (rotacijas ass), tad par spéka momentu attieciba pret asi

Z sauc spéka momenta M komponenti M . Sis ass virziend.

z

Speka moments pret asi ir vektorials lielums, bet ta modulis ir

skalars lielums, kas vienads ar speéka momenta M projekciju uz

1.15. att.

So asi (1.15. att.). Pie tam, momenta M. skaitliska vertiba nav
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atkariga no punkta O stavokla.
Speka momentam rotacijas kustiba ir tada pati nozime ka spekam translacijas kustiba,

proti, ta iedarbiba kermenis maina rotacijas atrumu.

1.3.4. Kermena rotacijas dinamikas pamatvienadojums

Cietam kermenim ar nekustigu
rotacijas asi materialie punkti (1.16.
att.) var kusteties tikai pa rinka
Iinjjam. Piepemsim, ka i-ta materiala

punkta masa ir m; un attalums no

rotacijas ass 7; (punkta stavokli var

noteikt ar1 ar radiusvektoru 7). Ja

punktam pieliek speku I:“l-, kas atrodas

1.16. att.

rotacijas asij perpendikulara plakng,

tad to var sadalit divas komponentés: Fj;, un ﬁir' Saites reakcijas speks (speks, kas notur

materialo punktu attaluma »; no ass) kompensé komponenti I:“m Savukart, komponente
F;, = F; sin a; pieskir punktam ar masu m; tangencialo paatrinajumu q;, . To var izteikt askana
ar otro Nutona likumu a;. =F;; /m;. Tadel a;; =F;; /m; = F;sma;/m;. Reizinasim $o
sakaribu abas puses ar 7; un ieverosim, ka a;, =¢;7;, kur ¢; — lenkiskais paatrinajums, bet

: _ 2 : o . :
F;rysina; = M; - speka moments un m;7;” = I; — inerces moments attieciba pret rotacijas asi.

Tad

M-
gl':[_.ljeb Mi:[igi' (1113)

1

Vektori &; un M ; atrodas uz vienas taisnes (uz Z ass) un ir vienadi versti (1.16. att.), tapec

_.E. (1.114)

M; .
g =—>
I;

Sadi uzrakstits ir viena materiala punkta roticijas dinamikas pamatvienadojums. Summgjot

vienadojumus, kas raksturo visus kermeni veidojoSos materialos punktus, un ieverojot, ka
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>1; =1 un Y} M; =M, atrodam arl cieta kermena rotacijas dinamikas pamatvienadojumu
i i

skalara forma:

M =I¢g (1.115)
un vektoriala forma:

M=1If. (1.116)
Sis vienadojums ir analogs otrajam Niitona likumam translacijas kustiba.

, Ciets kermenis atrodas miera stavokli vai roté ar nemainigu lenkisko atrumu, ja argja

kopspéka moments M = 0, tad arT £ = 0. Tas ir analogs pirmajam Nitona likumam,

1.3.5. Impulsa moments

Materiala punkta A impulsa moments L

attieciba pret nekustigu punktu O ir radiusvektora

7 un punkta impulsa p (1.17. att.) vektorials
reizinajums:

L=Fxp=rx(mv). (1.117)

Vektora L  virziens ir perpendikulars

vektoru 7 un p (resp. v ) veidota laukuma plaknei

L L 1.17. att.
(1.17. att.), un ta virzienu nosaka labas vitnes

skriives kustibas virziens, apejot minéto laukumu virzienano 7 uz p.
Impulsa momenta modulis

‘Z‘:L:prsina:mvrsina:pl, (1.118)

kur a — lenkis starp 7 uz p vektoriem, / — vektora
p plecs attieciba pret punktu O.

Impulsa moments attieciba pret asi Z ir
impulsa L komponente ZZ Sis ass virziena (1.17.

att.). Tas modulis ir skalars lielums, kas vienads ar

speka momenta L projekciju uz So asi. Pie tam,

impulsa momenta L, skaitliska vértiba nav atkariga

1.18. att.

no punkta O stavokla.
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Piepemsim, ka kermenis roté ap asi Z. Punktam, kura attalumu no rotacijas ass nosaka
radiusvektors 7;, ir masa m; un impulss p; =m;v; (1.18. att.). Ievérojot ieprieks teikto, ST
materiala punkta impulsa moments Zl- attieciba pret rotacijas asi ir:

Ly =1y x pj =1 x(m;v;). (1.119)

Taka v; L 7;, tad impulsa momenta modulis ir

L

=L, =1, xp; =rm;v;. (1.120)
Kermena (N materialu punktu sist€mas) impulsa moments izsakams $adi:
N N
L:ZLi :Zrl-ml-vl-. (1121)
i i
Zinams, ka v; =r,0. Tadel, izmantojot formulu (1.102), var iegit lietoSanai ertakas
formulas:
N N )

L= Zmirl-za) =)y mir; =l ,
i i

L=1Iw. (1.122)

Nemot véra, ka vektori L un @ ir kolineari, tad

L=1o. (1.123)

Tatad, kermena impulsa momentu L attieciba pret rotdcijas asi nosaka td inerces momenta I un
lenkiska atruma @ reizinajums.

Kermena rotacijas kustibas dinamikas pamatvienadojumu (1.116) var parveidot,

izmantojot impulsa momentu un lenkiska paatrinajuma formulu (& = da/ dt ):

dé _d(d) _dL (1124)

M=1I¢=1"— .
dt dt dt

Kermena impulsa momenta atvasindjums péc laika (impulsa momenta izmaina laika

vieniba) ir vienads ar kermenim pielikta speka momentu.
1.3.6. Impulsa momenta neziidamibas likums

Ja mehaniska sist€éma ir noslégta sistema (nav pielikti arji speki), tad art ar§jo speku

~ dL
moments M = 0.Tad, saskana ar formulu (1.124), 7 =0 un
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L =const. (1.125)
Tatad var secinat: noslégtas mehaniskas sistéemas impulsa moments ir konstants. To sauc par
impulsa momenta neztidamibas likumu.
Nemot vera formulu (1.122) diviem laika momentiem L; =Iljw; un L, =1,m,,
noslegtai mehaniskai sistemai jo; = I,w, .
Ta ka sisttmas, ko veido kermeni uz Zemes vai tas tuvuma, nav noslégtas, jo uz
kermeniem darbojas Zemes smaguma spéks, tad prakse lielaka nozime ir kermena vai kermenu

sist€émas impulsa momenta projekcijas neziidamibas likumam. Ja, pieméram, uz kadu Z asi ar€jo

Z

dt

speku momenta projekcija M; = 0, tad =0un L =1 o =const.

, Ja aréjo speéku momenta projekcija uz kadu asi vienada ar nulli, tad kermena vai

kermenu sistemas impulsa momenta projekcija uz So asi laikd nemainds.
1.3.7. Rotéjosa kermena kinétiska energija, darbs un jauda

Rotéjosa kermena kinétiska energija ir kermena visu materialo punktu kinétisko energiju
summa:

2 2 2

m.v. . .a)
w, =y Mivi _ _ _to 1.126
k ? 2 ? 2 ? 2 2 (1.126)

Cieta kermena rotacijas gadijuma darbu, ko dara argjie speki, griezot kermeni, var
izteikt ar speéka momentu M un pagrieziena lenki ¢ . Ta, pieméram, kermena apmalei attaluma r
no rotacijas ass kustibas virziena pieliekot speku F' un pagrieZot kermeni par bezgaligi mazu

loku ds = rdo, resp., par do, tiek padarits darbs
dA=Fds =Frdp=Mdgp . (1.127)

Tad darbu 4, kas tiek veikts, kermenim pagriezoties par lenki ¢, izsaka integréjot:

¢ ¢
A=[dA=[Mdgp. (1.128)
0 0

Ja grieSanas laika speéka moments ir nemainigs (M = const), tad:
A=M-¢. (1.129)
leverojot izteiksmi (1.128), rotéjosa kermena jaudu, t. 1., ta darbu laika vieniba, var

izteikt kda speka momenta M un kermena lenkiska atruma o reizinajumu:

N _Mdy _,. .

1.130
dt dt ( )
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No S$is izteiksmes, zinot, piemeram, elektromotora jaudu N un apgriezienu skaitu mintite

n=060v=60w/2x, var aprékinat ta spéka momentu
=—=——. (1.131)

Rotejosa kermena kinétiskas energijas pieaugums un kermenim pielikta kopspéka veiktais
darbs ir vienadi:

lo]} I}
Ay =Wy =Wy =—*+——-

1.132
S T (1.132)

1.3.8. Rites kustiba

Rite, piemeéram, cilindra velSanas bez slides pa kadu virsmu, ir kermena salikta
translacijas (ar atrumu v, un rotacijas (ar lenkisko atrumu w) kustiba. Ja kermenis rit (ripo) bez
slides, tad rites kustiba kermenis vienmer rot€ ap kustigu momentano rotacijas asi, un kermena
pilna kinétiska energija

2
_ mvy, 0 mrle’ I

W, = + = + ) 1.133
k= 2 2 2 (1.133)

Tas jaievero daudzu praktisku uzdevumu risinasana.
1.3.9. Translacijas un rotacijas analogija
Kermenu translacijas un rotacijas kustibai ir raksturigi atskirigi fizikalie lielumi, tomer
katram translacijas kustibas raksturlielumam atbilst analogs lielums rotacijas kustiba. Nemot

vera o fizikalo lielumu atbilstibu, ari visi likumi abas kustibas ir analogi:

Translacijas un rotacijas kustibu apraksto$o lielumu un vienadojumu analogija

Transldcijas kustiba Rotacijas kustiba

Noietais cel§ s (parvietojums | Pagrieziena lenkis ¢

)
o . dr do
Linearais atrums v = — Lenkiskais atrums @ = —
dt >’ dt
Linearais tangencialais | Lenkiskais paatrinajums

10
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paatrinajums d, = v £ = 4o
oodt dt
Masa m Inerces moments /
Speks F Speka moments M
Vienmériga kustiba :a, =0 ; | Vienmeériga  kustiba : e=0;
s=Vt. p=ot.
Vienmerigi mainiga kustiba : | Vienmérigi mainiga  kustiba :
a, =const ; v=vyta;t, |&=const, w=w)Let
2 2
a;t &t
s=vgt £~ =gt £ —
0 5 ¢ =mg )
Impulss p = mv Impulsa moments L = /&
Kingtiska energija o>
Kingtiska energija: W), = ——
2 2
w, My
KT
Darbs 4 = Fs Darbs 4 = Mg
Jauda N = Fv Jauda N = Mw
Dinamikas pamatlikums | Dinamikas pamatlikums M = IZ
— _ . dﬁ . Z
F=ma ValF:E VaiM:%
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